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Definizione (Formule ben formate, FBF)

Dato un alfabeto A del linguaggio della logica proposizioale, 'insieme
delle formule ben formate (FBF) del linguaggio proposizionale é definito
dalle seguenti:

@ Ya € A con a formula atomica, a € FBF

@ 1L € FBF

@ Vx € FBF.—-x € FBF

@ Vx,y € FBF.x » y € FBF, con <€ {A,V,=, ©, ®}
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Definizione (Induzione strutturale su FBF)
Sia P una proprieta su FBF. Si dice che Vx € FBF. P(x) se e solo se:
@ Va € FBF con a formula atomica, vale P(a)
@ vale P(1)
@ Vx € FBF.P(x) = P(-x)
@ Vx,y € FBF.(P(x) A P(y)) = P(x »y), con xe {A,V, =, &, &}
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Definizione (Valutazione semantica)
Si dice valutazione ogni funzione

v: FBF — {0,1}

dove B = {0, 1} e linsieme dei valori di verita.

Manuel Di Agostino (Universita di Parma) Tutorato di Logica - Lezione 8 25 novembre 2024



Definizione (Esempio di f. di valutazione)

Date p, q € FBF, un esempio di funzione di valutazione é il seguente:
e v(L)=0

(=p) =1-v(p)

(pAq)=v(p)-v(q)

v(p Vv q) = v(p) + v(q) - v(p)v(q)

o v(p=q)=1-v(p)+v(p)v(q)

oV
oV
o
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Definizione (Funzione di interpretazione)
Date p, q € FBF, una funzione v : FBF — 8 si dice interpretazione se:
e v(L)=0
® v(-p) =1-v(p)
® v(p A q) = min(v(p), v(q))
° v(p Vv q) = max(v(p). v(q))
° v(p=q)=1¢ev(p) <v(q)
Solitamente, v si indica con [[-].
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Esercizio 1

Siano p, g € FBF. Dimostrare le seguenti:
@ v(--p) = v(p)

(pAq))=v((=p) Vv (=9))

(pVvq)) = v((=p) A (=9))

p=q) =v(-pVQq)

-
-

Q v(
Q v(
Q v(
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Soluzione dell’esercizio 1
Utilizziamo la definizione di v:
@ osserviamo che:

V(==p) =1-v(=p) (v di-)
=1-(1-v(p)) (vdi-)
= v(p)

Manuel Di Agostino (Universita di Parma) Tutorato di Logica - Lezione 8 25 novembre 2024



@ analogamente:

v((=p) v (=q))

(v di V)

v(=p) + v(=q) - v(=p)v(—q)

(v di )

=(1-v(p)) + (1 -v(q)) - (1 - v(p))(1 - v(q))

2-v(p) - v(q) - (1-v(p) - v(q) + v(p)v(q))

2 — vip) - vlq) - 1+ vio) + vaq) - v(p)v(q))

1-v(p)v(q)
1-v(pAQ)
v(=(p A Q))

(v di A)

(v di -)
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@ analogamente:

v(=p A -q)
= v(=p)v(-q) (vdin)
= (1-v(p))(1-v(q)) (v din)

=1-v(p)-v(q)+ v(p)v(q)

=1-(v(p) + v(q) - v(p)v(q))

=1-v(pVa) (vdin)
= v(~(pV q)) vdi-)
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@ analogamente:

v(-pV q)
= v(=p) + v(q) - v(-p)v(q) (vdiv)
= (1-v(p)) + v(q) - (1 - v(p))v(q) (vdi-)

=1-v(p) + vkq) - vkq) + v(p)v(q)
=1-v(p) + v(p)v(q)
—v(p=q) (vdi=)
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Siano p € FBF e v una qualche interpretazione. Se v(p) = 1 allora si dice
che:

@ p e soddisfatta nell’interpretazione v
@ v & modello per p

Si scrive v |= p e silegge “v modella p".
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Definizione

Sia p € FBF allora e
@ soddisfacibile se ha almeno un modello:

dv:vEp

@ contraddittoria se non & soddisfacibile:

Yv:vIiEp

e siscrive £ p

@ valida (tautologia) se:
Yv:vEDp

e siscrive = p

Manuel Di Agostino (Universita di Parma) Tutorato di Logica - Lezione 8 25 novembre 2024 17/31



Esercizio 2

Usando la definizione di valutazione per la logica proposizionale (non
devono essere usate le tavole di verita) stabilire se, per ogni formula

A € FBF, le formule
@ AV -A (p. del terzo escluso)
@ —(A v =A) (p. di non contraddizione)
© (-A = A) = A (consequentia mirabilis)

sono tautologie.
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Soluzione dell’esercizio 2

@ Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Siottiene:
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Soluzione dell’esercizio 2

@ Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Siottiene:

e v(A) pud assumere solo due valori, 0 o 1; quindi:

v(Av-A)=1 sev(A)=0
v(Av-A)=1 sev(A)=1

ma allora Vv si ottiene v(A) = 1, ossia (1) & una tautologia.
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@ Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Si ottiene:

V(=(A A-A)) =1-Vv(AA-A)
=1-v(A)v(-A)
=1-v(A)(1-v(A))
=1-v(A) + v(A)
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@ Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Si ottiene:
v(=(AA-A))=1-Vv(AA-A)
=1-v(A)v(-A)
=1-v(A)(1 -v(A))
=1-Vv(A) + v(A)?

e analogo al precedente.
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© Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Siottiene:

v((-A => A)= A)
=1-v(=A=>A)+Vv(-A= A)v(A)

=1-(1=-v(=A)+ v(=A)v(A)) + (1 - v(-A) + v(=A)v(A))v(A)
= V(=A) = v(=A)V(A) + V(A) — v(=A)V(A) + v(-A)v(A)?

= v(=A) + V(A) = 2v(=A)V(A) + v(=A)V(A)?

= v(A) 4 v(-A)(1 —2v(A) + v(A)?)

= v(A) + v(=A)(1 - v(A))?

= Vv(A) +(1-v(A))°
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© Utilizziamo la funzione di interpretazione.
e Siottiene:

v((-A => A)= A)
=1-v(=A=>A)+Vv(-A= A)v(A)

=1-(1=-v(=A)+ v(=A)v(A)) + (1 - v(-A) + v(=A)v(A))v(A)
= v(=A) = v(=A)v(A) + v(A) - v(=A)v(A) + v(—-A)v(A)2

= v(=A) + V(A) = 2v(=A)V(A) + v(=A)V(A)?

= v(A) + v(=A)(1 - 2v(A) + v(A)?)

= v(A) + v(=A)(1 - v(A))?

= Vv(A) +(1-v(A))°

e v(A) pud assumere solo due valori, 0 o 1; quindi:

V(FA=>A)=A)=0+(1-0°=1 sev(A)=0
V(CFA=2A) =2 A) =1+(1-1)° =1 sev(A)=1
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Esercizio 3

Si considerino le seguenti formule:

Q@ (ave)A-c

Q b>a

Q@ —(bac)
Esiste un’interpretazione per gli atomi a, b, ¢ che le modelli
contemporaneamente?
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Soluzione dell’esercizio 3
@ Dobbiamo trovare un’interpretazione v che soddisfi il seguente:
v(i(ave)a-c)=1

v(ib=>a)=1
v(=(bAc)) =1
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Soluzione dell’esercizio 3

@ Dobbiamo trovare un’interpretazione v che soddisfi il seguente:

v(i(ave)a-c)=1
v(ib=a)=1
v(=(bAc))=1

@ Utilizzando la definizione di v otteniamo:

v((ave)a-c)=1 v(aVvc)v(-c)=1
vib=a)=1 © {1 -v(b)+v(b)v(a) =1
v(=(bAc)) =1 1-v(bAc)=1
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(v(a) + v(c) - v(a)v(c))(1 - v(c)) = 1
© {-v(b) + v(b)v(a) =0

—-v(bAc)=0

(v(a) + v(c) = v(a)v(c))(1 ~ v(c)) = 1
& yv(a)v(b) = v(b)

v(b)v(c) =0

(v(@) + v(e) - v(a)v(0))(1 - v(¢)) = 1
®qv(a) =1

v(b)=0vyv(c)=0

(1+v(c) - v(e))(1 - v(c)) =1

e qv(a) =1

v(b)=0vyv(c)=0
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(1-v(c) = 1 v(e) =
edqv(a) =1 eiv(a)=1
v(b)=0vyv(c)=0 v(b)=0vyv(c)=0
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(1-v(c)) =1 v(c) =0
edqv(a) =1 eiv(a)=1
v(ib)=0vv(c)=0 v(b)=0vyv(c)=0

@ Deriva dunque che ¢ possibile costruire due interpretazioni che
soddisfano la richiesta:

vi : (a,b,c) — (1,0,0)
v : (a,b,c) - (1,1,0)
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Esercizio 4

Usando la definizione di valutazione per la logica proposizionale (non
devono essere usate le tavole di verita) stabilire se, per ogni formula
A, B, C € FBF, la formula

-(AA-A)= ((BvC)Vv-C)

€ una tautologia.
Provate voi! (10 min.)
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Soluzione dell’esercizio 4
@ Osserviamo che la formula proposta & una tautologia se e solo se:

V(=(AA=-A)=((BVC)Vv~C)) =1
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Soluzione dell’esercizio 4
@ Osserviamo che la formula proposta & una tautologia se e solo se:

v(=(AA=-A)= ((BVC)Vv=C)) =1
@ Ma questo & vero se e solo se:

v(=(AA-A))<v((BVvC)Vv=C)
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Soluzione dell’esercizio 4
@ Osserviamo che la formula proposta & una tautologia se e solo se:
v(=(AA=-A)= ((BVC)Vv=C)) =1
@ Ma questo & vero se e solo se:
v(=(AA-A))<v((BVvC)Vv=C)
@ Abbiamo gia dimostrato che v(—(A A =A)) = 1. Notiamo ora che:
v((BvC)v=C)=v(BV(CV-C))
= max(v(B),v(C Vv -C))
= max(v(B),1)
=1
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Soluzione dell’esercizio 4
@ Osserviamo che la formula proposta & una tautologia se e solo se:

v(=(AA=-A)= ((BVC)Vv=C)) =1
@ Ma questo & vero se e solo se:
v(=(AA-A))<v((BVvC)Vv=C)
@ Abbiamo gia dimostrato che v(—(A A =A)) = 1. Notiamo ora che:
v((BvC)v=C)=v(BV(CV-C))

= max(v(B),v(C Vv -C))

= max(v(B), 1)

=1
@ Abbiamo ottenuto che

V(=(AA-A))<v((BVC)V-C)e1<1

il che conclude la dimostrazione.
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Esercizio 5

A partire dall’esercizio precedente e usando la definizione di valutazione
per la logica proposizionale (non devono essere usate le tavole di verita)
stabilire se, per ogni formula A, B, C € FBF, la formula

=((BVC)V=C)A=(AA-A)

€ una contraddizione.
Provate voi!
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Esercizio 6

Sia p € FBF. Dimostrare che p € una tautologia se e solo se —p € una
contraddizione.
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Esercizio 6

Sia p € FBF. Dimostrare che p € una tautologia se e solo se —p € una
contraddizione.

Soluzione dell’esercizio 6

@ Sia p una tautologia; per definizione

EpeVv:iv(p)=1
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Esercizio 6

Sia p € FBF. Dimostrare che p € una tautologia se e solo se —p € una
contraddizione.

Soluzione dell’esercizio 6

@ Sia p una tautologia; per definizione
EpeVv:iv(p)=1
@ Osserviamo ora che:

v(ip) =1 1-v(p) =0 v(-p) =0
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Esercizio 6

Sia p € FBF. Dimostrare che p € una tautologia se e solo se —p € una
contraddizione.

Soluzione dell’esercizio 6

@ Sia p una tautologia; per definizione
EpeVv:iv(p)=1
@ Osserviamo ora che:
v(ip) =1 1-v(p) =0 v(-p) =0

@ Quindi
EpeVv:v(-p)=0s -p
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Esercizio 7

Usando la definizione di valutazione per la logica proposizionale (non
devono essere usate le tavole di verita) stabilire se

(==((-C) = B)) = (CV B)

dove B = (By V (B2 V (B3 V (--- (Bgg V Biqo)))))-
Provate voi!
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Soluzione dell’esercizio 7

@ Troviamo una formula logica equivalente, sfruttando quanto
dimostrato nell’esercizio (1). Notiamo che:

v(==((=C) = B))) = v((=C) = B))
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Soluzione dell’esercizio 7

@ Troviamo una formula logica equivalente, sfruttando quanto
dimostrato nell’esercizio (1). Notiamo che:

v(==((=C) = B))) = v((-C) = B))
@ Inoltre si dimostra che:

v((-C) = B))=v(CV B)
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Soluzione dell’esercizio 7

@ Troviamo una formula logica equivalente, sfruttando quanto
dimostrato nell’esercizio (1). Notiamo che:

v(-=((=C) = B))) = v((-C) = B))
@ Inoltre si dimostra che:
v((-C) = B)) = v(C v B)
e Quindi a questo punto:

v((==((=C)=B)) = (CVvB)) =1
s v(=~((=C) = B))) <v(CV B)
o v((-C)=B))<v(CVB)

e v(CvB)<v(CVvB)

chiaramente vero!
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