Principio di induzione

La definizione delle successioni mediante ricorsione suggerisce anche un metodo per la dimostrazione di partico-
lari proprieta che dipendono da un numero naturale n.

ESEMPIO
Consideriamo la somma delle prime n potenze di 2, a partire da 2°. Si puo dimostrare che & uguale a 2" — 1.

Per esempio, se n =3:20+2' +22=14+2+4=7, 2°—1=8—-1=7.
In generale: 2° +2' + 22 + ... + 2" 1 =2"— 1.

n—1
In modo sintetico la proprieta si scrive: Y 2/ = 2"—1.
n—1 i=0

Il simbolo Y 2' si legge «sommatoria in i da 0 a n— 1 di 2 e indica la somma di tutte le potenze 2/,
i=0
conichevariadaOan—1.
pERM 1 o
Per dimostrare la proprieta¢ procediamo mediante due passi. Sg m =0, LA SoMMA 22 Non ua SENSOQ :-1¢0
v=0
Primo passo

Dimostriamo che la proprieta ¢ vera per n = 1. Infatti, per n = 1, la somma si riduce a 2° = 1, e anche 2" — 1
vale: 2! = 1=1.

Secondo passo
Dimostriamo che, supponendo vera la proprieta per un generico valore n, essa risulta vera anche per n + 1,
ossia per il valore successivo. Consideriamo quindi vera I'uguaglianza:

20420+ 224 20 =20,

Aggiungiamo a entrambi i membri 2" e riscriviamo:
20420+ 27+ . 27 42" =2 - 1427,
20420+ 22+ 2 20D =0 o —
204214224 L 420Dl = o) — 7

Abbiamo dimostrato che la proprieta é vera per n + 1.

Conclusione

Se la proprieta ¢ vera per n = 1 (primo passo), essa ¢ vera anche per il valore successivo (secondo passo),
ossia per n = 2; se & vera per n = 2, allora ¢ vera per n = 3 e cosi via. Possiamo concludere che la proprieta
¢ vera per n qualsiasi.

Questo metodo di dimostrazione si basa sul principio di induzione:

data una proposizione P(n), il cui enunciato dipendedan,connE€Nen=1,se
1. éverapern=1,

2. supposta vera per n, € vera anche per n + 1,

allora la proposizione ¢ vera per ogni n = 1.

Pili in generale, il principio di induzione ¢ cosi formulato:

data una proposizione P(n), conn € N e n >k, se
1. évera P(k),

2. supposta vera P(n), ¢ vera anche P(n + 1),

allora P(n) & vera per ogni n = k.
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Principio di induzione

Esercizi

Bl BTN Dimostriamo, applicando il principio di induzione, che:

1+6+114+16+...+ (5n—4) = %(Sn— 3),ne N —{0}. Principio di induzione:

data una proposizione P,
e dimostra che é vera per n=1,
* dimostra che, se é vera per n,
1 allora éverapern+ 1.
membro ¢ 1 e il secondo membro & ?(5 —-3)=1. Puoi concludere che P
evera Vn2 1.

Per n =1 la proposizione & vera, infatti per n = 1 il primo

Supponiamo che la proposizione sia vera per #n, dimostriamo allora
che & vera anche per n + 1. Infatti il primo membro per n + 1 diventa:
n

1+6+11+16+...+(5n—4)+[5(n+1)—4]=7(5n—3)+[5n+5—4]=

5, 3 _5n*—3n+10n+2 _ 5n’+7n+2
Sn 2n+5n+1— 5 = 2 .

Il secondo membro per n+ 1 é&:

%I[S(n+ 1)— 3] =

n+1
2

5n*+ 7n+ 2

(5n+2) = 5

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1.
Poiché la proposizione ¢ vera per n = 1 e, supponendola vera per #, &€ vera anche per »n + 1, allora, per il
principio di induzione, la proposizione ¢ vera per ogni n = 1.

ESPRIMERE Lt SOMME CoN IL MMBoLo 2

Dimostra, mediante il principio di induzione, che sono vere le seguenti uguaglianze per n € N — {0}.

g 1+3+5+ ...+ @2n—1)=n? g 224+ 43+ 6+ ...+ (2n)’ = 2n*(n+ 1)?
EN 2+4+6+..+2m=n(n+1) 5410+ 15+ ...+ 5n=2n(n+ 1)

(4 12+22+32+...+n2=%n(n+1)(2n+l) 8 34649+ .+ 3n=Sn(n+ 1)

g 13+23+33+...+n3=%n2(n+1)2 g 2+5+8+11+...+(3n—1)=%(3n+1)

1-3+2-5+3-7+...+n(2n+1)=%n(n+1)(4n+5)

124324+ 524 4+ (Q2n—1)>%= %n(Zn— D@2n+ 1)

[ [
[e] o

1'2+2'3+3~4+...+(n—1)-n=%n(n2—1)

@O

12 22 32 n? _ nn+1)
B St st st T s s ) — 200+ D)
14 [ SENE LSS NI W EEN 2+22+42°+.. +27=2(2"—1)
e 1-2 023 34 n(n+tl) n+l T

n+1__

BBl 1+4+16+64+.. +4 =L@ 20 [RITEE NI SR S-S |
®0 3 °0 2 2 2" 2"

1,1, 1 1 _7"—1 1,2 ,3,4 n _.,_n+2
I.I;: T B N T E,l Tt Tttt =2
ntl_ ne N-{0}.

545454 5= 2 1 > {0
@O

Bl 1+ x+ 2+ 5+ PV Lk i
18 | (1+%)<1+%><1+%>...<1+%>=n+1 oo l—x 7 '

[
[e]
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Principio di induzione

Sommatorie

Calcola il valore delle seguenti espressioni.

6 4 3
Bl > (k- 3), >k, > (k+1)°.
®O k=1 k=1 k=1

2

4 7
24 | Zm ;3(31'—6)2, 3 2-i)

@0 i=1 i=—3

. . . 1 -3 1 1 -
BEl  Scrivi per esteso: z (*+ 1), kzzzlik(k+ 2y Z k(3k+ 1), ‘

®o i=1 k=1 i

S ik,
k=

1

B  test Lespressione % + % + % + % + 275 é uguale a:

[ Jeo)
5 iZ 5 1'2 5 kZ 5 (k+1)2 5
AYdr BXdr BEIte BXUes BXE

Esprimi le seguenti somme con il simbolo di sommatoria.

4 5 6 , 7 41 1 1 1 1 1 1
a sttt et b.2 st a5t T or o8
Bl o2+ 2+ 548, 88 b. 3'+ 42+ 53+ 64+ ... + 90%
®0 X X X X
Sommatorie e induzione
Dimostra che per n = 1 valgono le seguenti uguaglianze.

a n(n +1)(4n +5) 2 (1)" 5"-1

i2i+1)=—"57+—"— EII = = =
@ ;1( ) 6 0 kz=:1 5 45

g 1 rzns . n(n+1)(n+2)
E.;] ;3k=7(3 1-3) @ I;k(k+1)=—3

33 | Dimostriamo applicando il principio di induzione che 52" — 2" & multiplo di 23, per ogni
n e N —{0}.

Per n = 1 la proposizione & vera, infatti 5% — 2" in questo caso diventa 25 — 2 = 23.
Supponiamo che essa sia vera per #, cioé supponiamo che esista k € N tale che:

521 — 2" = k- 23, ossia 521 =23 k+2";
dimostriamo allora che la proposizione ¢ vera anche per n + 1. Infatti:
52ntD) _gntl= 5. 52— . 2n = 25 (23-k+ 2" — 22" = 2523k +25-21—2-2" =
2" (25—=2)+23-k-25=23-2"+23-k-25=23-(2"+25 k).

Ma m = 2"+ 25 - k & un numero naturale, per cui possiamo dire che 52"* —2"*1 & un multiplo di 23.
Allora, per il principio di induzione, la proposizione & vera per ogni n € N — {0}.

Applicando il principio di induzione dimostra le seguenti proprieta.

EZl 4> — 3" ¢ multiplo di 13 per ogni n € N — {0}. EEl 21 divide 471!+ 5% ! per ogni n € N —{0}.

EEl 107 -1 ¢ divisibile per 9 per ogni n € N — {0}. EZl 2n<2tneN-{o}.
ee ee
El 3+ 3n°+ 5n & divisibile per 3 per ogni EXl Dimostra che n?> > 2n+ 1 per ogni n > 2.
** neN-{o0}. °°
m Dimostrache (1 + x)" = 1 + nx, perognin € N

32n+ 14 2+ 2 & multiplo di 7 per ogni n € N. ®® eperognixeR con x >—1.
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